
УЧИМСЯ ВЫЧИСЛЯТЬ ПРЕДЕЛ ФУНКЦИИ 

 

При вычислении пределов возникают ситуации (неопределенности) требую-

щие преобразования функций, стоящих под знаком предела.  Основными ви-

дов неопределенностей являются следующие неопределенности:  

∞

∞
  ;  

0

0
 ;  (∞ − ∞);  0 ∙ ∞; 1∞;  00; ∞0. 

 Для  классификации  типов пределов и способов раскрытия неопределённо-

стей предлагается использовать таблицу, содержащую некоторые простейшие 

приемы раскрытия основных типов неопределенностей. 

 

 

Таблица 1.  Классификация  типов пределов и 

способов раскрытия неопределённостей 

 

 

 

 

 

 

№ 

Вид 

(тип) 

не-

опре-

делен-

ности 

Тип 

функции 

Способ раскрытия 

неопределенности 
Пример 

1 
∞

∞
 

Рацио-

нальная 

или ир-

рацио-

нальная 

функция 

1. Вынесение максимальной 

степени числителя и макси-

мальной степени знаменате-

ля и для дальнейшего упро-

щения выражения и избав-

ления от бесконечности ли-

бо в числителе, либо в зна-

менателе 

lim
𝑥→∞

√𝑥9 + 3𝑥5 − 1
3

𝑥2 + 2𝑥 − 6
= (

∞

∞
) = 

= lim
𝑥→∞

𝑥3 ∙ √1 +
3

𝑥4 −
1

𝑥9

3

𝑥2 ∙ (1 +
2
𝑥

−
6

𝑥2)
= 

= lim
𝑥→∞

𝑥 ∙ √1 +
3

𝑥4 −
1

𝑥9

3

1 +
2
𝑥

−
6

𝑥2  
= 

= (
∞

1
) = ∞ 

 

 



 

Продолжение табл. 1.  

 

1 
∞

∞
 

Рацио-

нальная  

функция 

2.Правило Лопиталя, если 

выполнены условия теоре-

мы Лопиталя. 

lim
𝑥→∞

𝑒3𝑥

4𝑥 + 5
= (

∞

∞
) = 

= lim
𝑥→∞

3𝑒3𝑥

4
= (

∞

4
) = ∞ 

Иррацио-

нальная 

функция 

3.Правило Лопиталя приво-

дит к трудоемким вычисле-

ниям 

 

 

2 
0

0
 

Рацио-

нальная 

функция 

1.Разложение на множители 

числителя и знаменателя и  

дальнейшее сокращение 

дроби. 

lim
𝑥→2

𝑥2 − 4

𝑥2 + 𝑥 − 6
≡ (

0

0
) = 

= lim
𝑥→2

(𝑥 − 2) ∙ (𝑥 + 2)

(𝑥 − 2) ∙ (𝑥 + 3)
=

4

5
 

Иррацио-

нальная 

функция 

2.Умножение на сопряжен-

ное к числителю или знаме-

нателю, либо неполный 

квадрат суммы,  для избав-

ления от иррациональности  

и снятия неопределенности. 

lim
𝑥→7

2 − √𝑥 − 3

𝑥2 − 49
=

= lim
𝑥→7

(2 − √𝑥 − 3) ∙ (2 + √𝑥 − 3)

(𝑥2 − 49) ∙ (2 + √𝑥 − 3)
=

= lim
𝑥→7

4 − (𝑥 − 3)

(𝑥2 − 49) ∙ (2 + √𝑥 − 3)
= 

= lim
𝑥→7

7 − 𝑥

(𝑥2 − 49) ∙ (2 + √𝑥 − 3)
= 

= lim
𝑥→7

−1

(𝑥 + 7) ∙ (2 + √𝑥 − 3)
= −

1

56
 

 

 

общего 

вида 

3.Упрощение выражений в 

числителе и знаменателе, c 

использованием таблицы 

эквивалентностей. 

 

lim
𝑥→0

𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔4(7𝑥) ∙ (𝑥 − 3)3

𝑠𝑖𝑛2(5𝑥) ∙ (𝑒9𝑥 − 1)2
≡ (

0

0
) = 

= lim
𝑥→2

(7𝑥)4 ∙ (𝑥 − 3)3

(5𝑥)2 ∙ (9𝑥)2
= 

= lim
𝑥→2

(7𝑥)4 ∙ (𝑥 − 3)3

(5𝑥)2 ∙ (9𝑥)2
= 

=
74 ∙ (−3)3

52 ∙ 92
==

−74

75
 

 

общего 

вида 

4. Правило Лопиталя, если 

выполнены условия теоре-

мы Лопиталя. 

lim
𝑥→0

𝑠𝑖𝑛𝑥 + 𝑎𝑟𝑐𝑠𝑖𝑛𝑥

𝑥2 + 𝑥
= 

= lim
𝑥→0

𝑐𝑜𝑠𝑥 +
1

√1 − 𝑥2

2𝑥 + 1
= 1 

 



Продолжение табл. 1.  

 

3 ∞ − ∞ 

Иррацио

-нальная 

функция 

1.Умножение  и де-

ление на сопряжен-

ное, либо неполный 

квадрат суммы и 

преобразование  к 

виду дроби 

с неопределенно-

стью 
0

0
   или   

∞

∞
 . 

 

lim
𝑥→∞

(√𝑥2 + 5𝑥 + 3 − √𝑥2 − 4𝑥 − 3) =

= (∞ − ∞) =

= lim
𝑥→∞

𝑥2 + 5𝑥 + 3 − (𝑥2 − 4𝑥 − 3)

√𝑥2 + 5𝑥 + 3 + √𝑥2 − 4𝑥 − 3
=

= lim
𝑥→∞

9𝑥 + 6

√𝑥2 + 5𝑥 + 3 + √𝑥2 − 4𝑥 − 3
=

= (
∞

∞
) = 

= lim
𝑥→∞

9 +
6
𝑥

√1 +
5
𝑥

+
3

𝑥2 + √1 −
4
𝑥

−
3

𝑥2

=
9

2
 

 

Рацио-

нальная 

функция 

2.Приведение к об-

щему знаменателю 

и получению дроби, 

чаще всего с не-

определенностью  

типа 
0

0
   или   

∞

∞
 . 

lim
𝑥→0

(
1

𝑠𝑖𝑛𝑥
−

1

𝑡𝑔𝑥
) = (∞ − ∞) = 

= lim
𝑥→0

1 − 𝑐𝑜𝑠𝑥

𝑠𝑖𝑛𝑥
= (

0

0
) = lim

𝑥→0

𝑥2

2𝑥
= 0 

4 0 ∙ ∞ 
общего 

вида 

Представлением 

одного из множите-

ля функции в виде 

дроби     𝑓(𝑥) ∙
𝑔(𝑥) = 

=
𝑓(𝑥)

1
𝑔(𝑥)

=
𝑔(𝑥)

1
𝑓(𝑥)

= 

= 𝑓(𝑥) ∙
1

1
𝑔(𝑥)

= 

=
1
1

𝑓(𝑥)

∙ 𝑔(𝑥)  , что 

приводит  к неопре-

деленностям типа 
∞

∞
    и    

0

0
 

 

lim
𝑥→∞

 (𝑥 ∙ 𝑠𝑖𝑛
1

𝑥
) = (∞ ∙ 0) = 

= lim
𝑥→∞

𝑠𝑖𝑛
1
𝑥

1
𝑥

= (
0

0
) = lim

𝑥→∞

1
𝑥
1
𝑥

= 1 

 

 

 

 

Окончание табл. 1. 



 

5 
1∞ 

 

общего 

вида 

Второй замечательный предел 

 

lim
𝑥→0

(1 + 𝑥)
1
𝑥 = 𝑒 

lim
𝑥→∞

(1 +
1

𝑥
)

𝑥

= 𝑒 

lim
𝑥→∞

(1 +
3

𝑥
)

2𝑥−7

= (1∞) = 

= lim
𝑥→∞

(1 +
1
𝑥
3

)

𝑥
3

∙(2𝑥−7)∙
3
𝑥

= 

= 𝑒
lim

𝑥→∞

3(2𝑥−7)
𝑥 = 𝑒6 

 

6 

1∞ 

или 

 

00 

 

или 

 

∞0 

 

общего 

вида 

 

используя свойства логариф-

ма, преобразуем исходную 

функцию 𝑓(𝑥)𝑔(𝑥) 

к  виду  𝑒𝑔(𝑥)∙ln (𝑓(𝑥))  , что 

приводит к неопределенности 

типа    0 ∙ ∞   в степени, при-

водит к неопределенности ти-

па      е0∙∞ 

 

lim
𝑥→∞

(𝑐𝑜𝑠
3

𝑥
)

𝑥

= (1∞) = 

= 𝑒
lim

𝑥→∞
(𝑥∙ln (𝑐𝑜𝑠

3
𝑥

))
= (𝑒(0∙∞)) = 

= 𝑒
lim

𝑥→∞
(𝑥∙ln (1+(𝑐𝑜𝑠

3
𝑥

−1)))
= 

= 𝑒
lim

𝑥→∞
(𝑥∙ (𝑐𝑜𝑠

3
𝑥

−1))
= 

= 𝑒
lim

𝑥→∞
(𝑥∙(−

9
2𝑥2))

= 𝑒
lim

𝑥→∞
(−

9
2𝑥)

= 

= 1 

7 
∞

0
 

общего 

вида 

 

НЕ ЯВЛЯЕТСЯ неопреде-

ленностью,  предел стремится 

к   ∞, т.к.   
𝑓(𝑥)

𝑔(𝑥)
= 

= 𝑓(𝑥) ∙
1

𝑔(𝑥)
→ ∞ ∙ ∞ = ∞ 

при условии 

𝑔(𝑥) → 0 и 𝑓(𝑥) → ∞ 

lim
𝑥→3+0

𝑙𝑛(𝑥 − 3)

𝑥2 − 2𝑥 − 3
= (

∞

0
) = ∞ 

8 
0

∞
 

общего 

вида 

 

НЕ ЯВЛЯЕТСЯ неопреде-

ленностью,  предел стремится 

к   0, т.к.   
𝑓(𝑥)

𝑔(𝑥)
= 

= 𝑓(𝑥) ∙
1

𝑔(𝑥)
→ 0 ∙ 0 = 0 

при условии 

𝑔(𝑥) → ∞ и 𝑓(𝑥) → 0 

lim
𝑥→∞

𝑠𝑖𝑛 (
1
𝑥

)

𝑥3 + 5
≡ (

0

∞
) = 0 



 

В таблице приводится не только вид (тип) неопределенности, но и те 

случаи, которые  часто ошибочно принимаются за неопределенности.  Пред-

ставленная таблица позволяет сконцентрировать и обобщить основные прие-

мы пределов функций.  Надеемся, что наша таблица поможет лучше освоить  

азы курса математического анализа. 
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